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kleineren kritischen Stromstirken, oder sogar bei
beliebig kleinem Gesamtstrom.

Jedenfalls wird sich bereits bei kleinen Strom-
belastungen aus diesen Instabilititen ein stationir-
turbulenter Zustand des Halbleiterplasmas entwik-
keln. Die verhéltnisméBig hohe Dissipation, sowie
die Oberflichen- und Volumenrekombination wer-
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den die Intensitat dieser Turbulenz (d. h. das mitt-
lere Quadrat der Schwankungen) stets klein halten,
so daB sie nur als schwaches elektrisches Rauschen
(wahrscheinlich das Funkelrauschen) in Verstiarkern
mit Halbleiterbauelementen zutage treten wird. Die-

ses Rauschen wird Gegenstand einer folgenden Ar-
beit (III) sein.

Instabilititen, Turbulenz und Funkelrauschen in Halbleitern III
Turbulenz im Halbleiterplasma und Funkelrauschen
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Institut fiir Physik der Ruménischen Akademie, Bukarest

(Z. Naturforschg. 21 a, 579—593 [1966] ; eingegangen am 12. August 1965)

Die von Strominstabilitdten in Halbleitern hervorgerufene hydromagnetische Turbulenz des
Ladungstrigerplasmas wird im homogenen und isotropen Fall mit Hilfe einer Quasinormalitits-
hypothese behandelt. Es wurde noch die unwesentliche Einschrinkung auf gleiche Beweglichkeit
der Ladungstriger und auf Eigenleitung gemacht. Dynamische Grundgleichungen wurden fiir die
stationédre und fiir die nicht-stationdre Turbulenz erhalten. Die stationdre Losung ergibt ein Wellen-
zahlspektrum und eine Korrelationsfunktion, die ein (1/f)-Spektrum des Magnetfeldes liefern. Der
Ubergang zum rdumlich begrenzten Halbleiter fiihrt schlieBlich auf ein (1/f)-Spektrum der Strom-
schwankungen. Das erlaubt die allgemeine Deutung des Funkelrauschens als von Strominstabilitdten
im Plasma der Ladungstridger ausgelosten TurbulenzprozeB. Die bekannten Eigenschaften des
Funkelrauschens werden auf Grund dieser Theorie erklart.

§ 1. Einleitung

In zwei friiheren Arbeiten! wurden die in Halb-
leitern ohne Anlegung eines Magnetfeldes magli-
chen Instabilititen des Ladungstridgerplasmas unter-
sucht. Es sind einerseits die in I, A aufgefundenen,
bei geniigend groflem Oberflichenpotential mogli-
cherweise vorkommenden Oberflicheninstabilititen
und andererseits die in I, B behandelten Rekombina-
tionswellen, jedoch besonders die in II, §§ 4 -5,
erhaltenen Strominstabilititen an einer Potential-
schwelle, z. B. an einer quer zur Stromrichtung ver-
laufenden Inhomogenitidt der Storstellenverteilung,
oder an einem Kontakt. Unabhingig davon, welche
Kombination dieser Effekte tatsachlich auftritt, wird
der laminare Stromungszustand dadurch zerstort,
und schlieBlich stellt sich ein turbulenter stationérer
Zustand ein. Praktisch wird sich dieser Zustand sehr
schnell einstellen und der Stromflufl von Anfang an
turbulent sein, so dal experimentell immer ein cha-
rakteristisches Stromrauschen nachweisbar sein wird.

1 P. H. Hanper, Instabilititen, Turbulenz und Funkelrau-
schen I und II, Z. Naturforschg. 21 a, 561, 573 [1966] ; im
folgenden als I und II angefiihrt.

2 Nehmen wir eine einzige effektive Masse m und einen ein-
zigen Absolutwert der Driftgeschwindigkeit fiir beide Ar-
ten von Ladungstrdgern an, so wird das Verhéltnis der ma-

In diesem Zusammenhang erinnern wir an die Ab-
wesenheit eines kritischen Stromes bei den in I, A
behandelten Oberflicheninstabilititen. Instabilitéten
traten dort auch bei verschwindend kleinen angeleg-
ten elektrischen Feldstirken auf, nur waren sie in
Abwesenheit des angelegten elektrischen Feldes neu-
tral, also elektrisch nicht beobachtbar und energe-
tisch jedenfalls in thermischem Gleichgewicht. Auch
bei den in II, §§ 4 —5, erhaltenen hydromagneti-
schen Strominstabilitdten kann die kritische ange-
legte Spannung infolge von Inhomogenitdten unter
Mitwirkung von thermischen Effekten oder direkten
Aktivationseffekten sehr klein werden. Auch gelang
es uns noch nicht, Kombinationen der oben ange-
fithrten Instabilitidten zu behandeln und deren kriti-
sche Parameter — die jedenfalls kleiner sein wer-
den — zu behandeln.

Die Turbulenz des Halbleiterplasmas wird in die-
ser Arbeit als eine vorwiegend magnetische Turbu-
lenz behandelt. Eine einfache Abschitzung? zeigt,
daB in Halbleiterdrahten, deren Durchmesser nicht

gnetischen zur mechanisch-kinetischen Energie Wm/Wi
=2yryN, mit ryp=e*mc® und y = %+InR/r.

Dabei ist N die gesamte Anzahl der Ladungstriger pro
Lingeneinheit, r der Halbmesser des Probenquerschnittes
und R groBenordnungsmiBig der Halbmesser des elektri-
schen Kreises, in den die Probe geschaltet ist.
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viel kleiner als 0,1 mm ist, die mechanische Stro-
mungsenergie des Elektronen- und Locher-Plasmas
im Vergleich zur magnetischen verschwindet. Uber-
haupt verschwinden die mechanisch-inertiellen Glie-
der praktisch neben dem Reibungsglied, das die
Wechselwirkung mit den Phononen des Gitters in
vereinfachter Form beschreibt. Die Tragheit des
Plasmas wird also hier vorwiegend auf das eigene
Magnetfeld zuriickgefithrt. In den dissipativen Glie-
dern ist die (durch direkte Wechselwirkung der
Plasmateilchen bedingte) Viskositdt vernachlassig-
bar im Vergleich mit der individuellen ,,Reibung
der Plasmateilchen am Gitter 3. Dieser Umstand ist
von grofer Bedeutung, denn er erlaubt uns, an Stelle
von Viskositdt und Leitfahigkeit nur einen dissipa-
tiven Parameter einzufithren, die ,,Reibungskon-
stante“ ». Diese Besonderheit der Dissipation im
Halbleiterplasma ist wesentlich fiir die Gestaltung
der turbulenten Dynamik und erleichtert die dimen-
sionale Analyse.

Um das Problem noch weiter zu vereinfachen,
beschridnken wir uns auf die Modellvorstellung der
inkompressiblen, homogenen und isotropen Turbu-
lenz eines symmetrischen eigenleitenden Halbleiters.
Die Symmetrie bedeutet hier Gleichheit der Rei-
bungskoeffizienten von Elektronen und Léchern
vy =7p. Da uns besonders langsame Turbulenzpro-
zesse, mit unter der Schallgeschwindigkeit im Halb-
leiterplasma liegenden charakteristischen Geschwin-
digkeiten, interessieren, ist die in der Turbulenz-
theorie 79 iibliche Beschrinkung auf Inkompressi-
bilitdat, d.h. auf solenoidale Turbulenz, auch hier
am Platze. Bei der Untersuchung der lokalen statisti-
schen Eigenschaften der Turbulenz gehen wir von
der Auffassung aus, da} diese weitgehend universell
sind und somit verhaltnismaBig schwach von den
konkreten Bedingungen der Turbulenzgeneration,
durch Instabilititen der Hauptstromung, beeinflufit
werden. Diese in der Turbulenztheorie tibliche An-
nahme gestattet uns, auf die homogene isotrope Tur-
bulenz eines chaotisch aufgewirbelten, rdumlich un-
begrenzten Halbleiterplasmas zuriickzugreifen. Als
Alternative zum Problem der abklingenden Turbu-

3 Siehe Anm. 2 aus II.

4 L. Acostint u. J. Bass, Les Theories de la Turbulence,
Publ. sci. et tech. ministére air, No. 237, Paris 1950.

5 G. K. Barcueror, The Theory of Homogeneous Turbulence,
Cambridge University Press, New York 1953.

6 J. 0. Hinze, Turbulence, McGraw-Hill, New York 1959.
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lenz werden wir auch die stationire, durch eine iso-
trop-homogen-chaotische ~ Aufwirblungsvorrichtung
(random stirring forces) unterhaltene Turbulenz be-
trachten. SchlieBlich werden wir zur Entkopplung
der dynamischen Gleichungskette fiir die Korrelatio-
nen die Quasinormalititshypothese anwenden [Gl.
(30), §3].

Im folgenden werden die Ausgangsgleichungen
aufgestellt und auf eine einzige Grundgleichung zu-
riickgefiihrt (§ 2), welche nach Einfiithrung der Kor-
relationen in § 3 die Erhaltung der dynamischen
Grundgleichungen der Turbulenz (§ 4) gestattet.
§ 5 bringt einige Betrachtungen iber die Energie-
iibertragung im Wellenzahlspektrum der Turbulenz.
In § 6 wird eine Losung der dynamischen Grund-
gleichungen aufgestellt und in § 7 folgt daraus das
Frequenzspektrum der Turbulenz. Das experimentell
tiberpriifbare und somit besonders interessante, fiir
die Turbulenz in begrenzten Halbleitern charakteri-
stische Frequenzspektrum der Stromschwankungen
wird in § 9 abgeleitet. Schliefflich wird in § 10 ge-
zeigt, wie die Turbulenz des Halbleiterplasmas als
Funkelrauschen zutage tritt.

§ 2. Ausgangsgleichungen
Mit den eben besprochenen Vereinfachungen er-

hélt das auch in I und II zugrunde gelegte Glei-
chungssystem die Form:

® e 1
2vv =7v XB——;VP, (1)

v =2¢[E+v"/cxB] - LV (P,~Py), (2)

Vv'=0 (n=const), (3)

1 0B
VXE=—?§, 4)
VxB=*2%nv, (5)
VB=0. (6)

Hier bedeutet n die Konzentration der Elektron —
Loch-Paare, » den Reibungskoeffizienten, P,, Pp

7 W. HeisexBerc, Z. Phys. 124, 628 [1948] ; Proc. Roy. Soc.
London A 195, 1042 [1948].

8 S. CHANDRASEKHAR, Proc. Roy. Soc. London A 229, 1 {1955];
A 233,322 [1955].

9 R. H. Kraica~naxn, Phys. Rev. 109, 1407 [1958]. Siehe auch
die Synthese von T.Tarsumr in Supplement of Progr. Theor.
Phys. Japan 24, 156 [1962].
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und P den Druck der Elektronen, bzw. der Locher
und den Gesamtdruck. Die Bezeichnungen

v+=% (vp‘*'vn)’

wurden allgemeiner schon in 32 eingefiihrt, dabei
sind v, , v, die Driftgeschwindigkeiten der Elektro-
nen und Locher.

Betrachten wir nun ein unbegrenztes, homogen
aufgewirbeltes Halbleiterplasma, so konnen wir die
im Wiirfel von Kantenlange L definierten Grofen in
Fourier-Reihen entwickeln, z. B.

V=0,-0,

B(r,t) = gB(k, t) exp{i kr}. @)
Da B (r, ) reell ist, folgt
B*(k,t) =B(—k,1t). (7)

Fiir die Fourier-Komponenten erhalten wir die Glei-
chungen

B (k)

die Gleichung T

Aus Gl. (8) folgt

+7k2B(k) =ik x gv*(k’) xB(k—-K').
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200" (k) = < Sv (k) xB(k-K) - LkP(k),
(8)
»v (k) =2e[E(k) T S o' (k) xB(k—k’)]

— Lk[P(k) ~Pu(K)],  (9)
kv' (k) =0, (10)
IRX B =~~~ (11)
ikxB(k) = " nv (), (12)
kB (k) =0. (13)

Setzt man das aus (9) bestimmte E in (11) ein,
so folgt unter Beachtung von Gl. (12) mit der Be-
zeichnung

7= c*v[8nneé? (14)
(15)

V' (k) = 57 > {BU) [ B(le— k") ] -k’ [B(K")B(k—k")]

8mvn i
k(1 —03k.0)
g

[k’ B(k—k’) (B (k”))—B (k') Bk—k”) (kk”)] } (16)

und somit bringt man Gl. (15) schlieBlich in die Form
8 hD 5 k2 by (I, 1) = Sby (e~ I, 1) by(”, ) bk — K", 0) (k; S50 — by O5)
Pl

ks’ (1—3dx’,0)

: ks” 61m . km” 615 F=am (km" kl' = k’ k” 61m) ]9 (17)

worin

b=B/V8avn ist.

k2
(18)

§ 3. Korrelationen

Ist B(r,t) das (makroskopische) Magnetfeld im
Punkte 7 zur Zeit ¢, so definieren die Ensemble 1°.
Mittelwerte

Was(@,7) = (Ba" (7, 1) Bs(r+ p,t+7)), (19)

die allgemein immer noch von 7 und ¢ abhéngig sein
konnen 1, den raumzeitlichen Korrelationstensor des
Magnetfeldes. Unter homogenen Verhailtnissen ver-
schwindet die r-Abhéngigkeit und die Mittelung in
(19) kann auch als raumliche Mittelung betrachtet
werden. Ist die Turbulenz stationdr, so wird der

10 Es ist hier von einem turbulenten Ensemble die Rede, des-
sen Ensemble-Elemente makroskopisch verschiedene Reali-
sierungen eines (z. B. durch Angabe einer Aufwirblungs-
prozedur) gegebenen turbulenten Zustandes sind.

Tensor unabhéngig von ¢ und die Mittelung in (19)
kann auch als zeitliche Mittelung aufgefalit werden.
Fiir =0 gibt (19) den rdaumlichen Korrelationsten-
sor Was(P) = Wga(—@) und fiir p =0 den zeitlichen
Korrelationstensor Was(t) = Wga(—1).

Beschrianken wir uns auf den homogenen Fall, er-
ginzen wir einfach die Ensemble-Mittelung durch
eine rdaumliche Mittelung, und greifen wir auf die
Fourier-Entwicklung im Wiirfel von Kantenlange L
zuriick, so ist

11 Diese Abhiingigkeit von Ort r und Zeit ¢ wird hier und im
folgenden einfachheitshalber nicht in den Argumenten
von W,z angegeben.
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Was(p,7) = <"%Ba*(k, t) Bs(k',t+7) exp{i k'p} exp{i(k'— k) r} )

:%(Ba*(k, t) Bs(k,t+7)) exp{i kp};;——» (72%1)3 J(Ba* (k,t) Bs(k,t+7)exp{i k p} d°k

=[Was(k,7) exp{i kp} d3k, (20)

da der rdumliche Mittelwert von exp{i(k’—k) r} gleich 0  x ist. Ist p =0 und =0, so folgt aus (20)
die Deutung von

() (Be* I, 1) B(le, 1)) = Wes (k) (21)

als 3-dimensionalen Spektraltensor. Ist nur 7=0 und p &0, so besagt Gl. (20), da8 der Spektraltensor
durch eine Fourier-Transformation aus dem Korrelationstensor hervorgeht. Ebenso ist im stationdren Fall
der zeitliche Spektraltensor durch Fourier-Transformation aus dem zeitlichen Korrelationstensor zu bestim-
men (WieNer—KuinTcHINESches Theorem) :

Was (1) —-—;fWaﬁ (@) " dw =Wap(—1) (22)
und Wap(w) = %/ Was(z) e~ ot dr = %/Waﬂ(f) coswtdr. (23)
—00 0

In dem letzten Ausdruck aus (22) und (23) wurde a mit # vertauscht, wie das im isotropen Fall gerecht-
fertigt ist.

Wird die Homogenitdt durch Isotropie ergénzt, so muB8 Was(k,7) aus Symmetriegriinden die Form
A(k) dap+ B(k) kaks haben. Wird auch die Orthogonalitdt (13) in Betracht gezogen, so folgt daraus
bekanntlich die Form

) Uk, (24)

Durch Kontraktion folgt fiir den hier eingefithrten Korrelationsskalar U (k, v) der isotropen Turbulenz die
Definition

1
Was (K, 1) = 3(6«:5—

Uk,7) = SWaall, ) = (5) (B* (I, 0) Bk, 147)) . (25)

Unter homogenen stationdren Verhiltnissen geniigen die eingefiihrten Korrelationsgroflen noch folgenden
Beziehungen, die einfach aus ihren Definitionen flieen:

Wes(0,7) = Wia( — p, —17), (26) Wos (B 7) =W o (I, —7) =Wl — k6, —1), (27)
Wes(p,0) =W ja(— p,0), (28) U(k,7) = U(k, —7) = U* (k7). (29)

Ebenso lassen sich analoge Korrelationen auf den anderen Schwankungsgrofen v*, v, E, P oder j=env”
aufbauen.

Neben diesen Korrelationen zweiter Stufe sind auch andere, hoherer Stufenzahl zu betrachten. So wird
z.B. in Gl. (32) § 4 der Zweizeit-Zweipunkt-Korrelationstensor vierter Stufe

(B;*(k,t—7) B;(k—K',t) Bi(K",t) Bp(K' —K",1))

vorkommen. Nimmt man an, die vier Schwankungsgrolen, die in diesen Tensor eingehen, seien Gegen-
stand einer Normalverteilung, so kann man ihn durch Korrelationstensoren zweiter Stufe ausdriicken, nach
dem Schema

(ABCD) = (AB)(CD) + (AC)(BD) + (AD) (BC) . (30)
Man erhilt so die Zerlegung
(Bi*(k,t—7) Bj(k—K',t) Bi(k",t) By(K' —K",t)) =W;;(k,v) Wm(k"”,0) dwo
+Wilk,7) Wyi(k—K,0) Skr+ Win(k, 7) Wy (k—K',0) 6 xp—w, (31)
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in der die FuBlnote 1! jedenfalls zu beachten ist. In Gl. (31) wurde die Phase von B(k,¢) als absolut
chaotisch verteilt und zu jener von B(K’,¢) mit k'3t k unkorreliert angenommen, daher die KRoNECKER-
Symbole. Dadurch wurden die feineren, durch die Bewegungsgleichung (17) entstehenden Phasenkorrela-
tionen zwischen B (k, ¢) und B (k’,t) vernachlissigt gegeniiber der jedenfalls vorhandenen, durch Gl. (7’)
gegebenen, banalen Korrelation.

Die Quasinormalititshypothese (30) wurde von MirLionscuTscHikow 12 fiir die Zweipunkt-Verteilung
der turbulenten Geschwindigkeit in einer Fliissigkeit eingefiihrt. HeisensErG 7, OBUcHOW 13, BaTCHELOR 14,
CHANDRASEKHAR !5, ProuDMAN 16 u. a. beniitzten diese Hypothese, um die turbulenten Druckschwankungen
zu berechnen. Um Bestimmungsgleichungen fiir das Turbulenzspektrum bei hohen ReyNoipsschen Zahlen
abzuleiten, hat Hersensere die Quasinormalitdtshypothetse auf die Zweizeit-Verteilung der Fourier-Kom-
ponenten des Geschwindigkeitsfeldes erweitert. CHANDRAsSExHAR hat mit Hilfe dieser erweiterten Hypothese
eine hydrodynamische und hydromagnetische Turbulenztheorie ® formuliert. Useror 17 und BarcuEeLor ® ha-
ben den Vergleich der Hypothese von MrvLrionscuTscHikow mit der Erfahrung durchgefiihrt und gute
Ubereinstimmung erhalten. Allerdings hat z. B. Krarcunan 18 gezeigt, daB die Quasinormalititshypothese
der Geschwindigkeitsverteilung eine Verletzung des Energiesatzes zur Folge hat und somit mit den Bewe-
gungsgleichungen inkonsistent ist. In unserem Fall wird in § 5 gezeigt, daB8 bei 7 = 0 keine solche storende
Effekte vorhanden sind, so dafl die Hypothese prinzipiell anwendbar ist.

§ 4. Dynamische Grundgleichungen der Turbulenz
Multipliziert man Gl. (17) mit b." (K, z—7) und bildet man den Ensemble-Mittelwert, so folgt
ba (e, 1—7) a”f’fgf’ﬂ + 7R bt (Kt —7) by(le, 1) > = 2. (ba* (K, t— 1) by (ke — K1)

bk, 1) b (K — K", )} * by Ogs — by 855) B Oy — bi” 8y + 2 L 080

e (b kKK O) | (32)

Wird die Quasinormalititshypothese (31) angewendet, so erhilt man die Gleichung

Cbar (e, =) 285 5k bt (e, =) by, 1) >
= (ba(k,t—7) b;(k, 1)) Z (br* (K, 2) b (K, 2) ) Rimis (K, k'), (33)
mit  Rius () =y i S5 by 835+ 2SI [y (k) —Re(e—K) 051 (34)

a) Im nicht stationdren Fall liefert Gl. (33) mit v=0 durch Addieren der hermitesch konjugierten Glei-
chung die dynamische Grundgleichung

0B 125 R wng () = () wa (k) S win () Ria O, ) + (a < f), (35)

worin (a <—> ) die hermitesch Konjugierte des zuvorstehenden Gliedes bezeichnet und wag bis auf einen
Faktor durch (21) erklart ist; allgemein ist ja

wap=Waos/8avn, u=U8nvn. (36)

Mit (25) ergibt Gl. (35) unter isotropen Verhéltnissen die dynamische Grundgleichung der isotropen, nicht
stationdren Turbulenz

1 Qu(k)

3 a0 TRl = = (7D Sul0 g e 0%, (37)

n2 (k—x)2 [

12 M. Miruionscutscrikow, Dokl. Akad. Nauk SSSR 32, 615, !5 S.CranprasekHAR, Proc. Roy. Soc. London A 210, 18{1951].
619 [1941]. 16 J. Proubman, Proc. Roy. Soc. London A 214, 119 [1952].

13 A, M. Osucrow, Dokl. Akad. Nauk SSSR 66, 17 [1949]. 17 M. S. Uskroy, J. Aeronaut. Sci. 20, 197 [1953].

14 G.K.BarcaeLor, Proc. Cambridge Phil. Soc. 47, 359 {1951]. 18 R. H. Kraicuxan, Phys. Rev. 107, 1485 [1957].
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oder (fiir L> o)+ i 5ptu(h) = — Tu(k) /@(k, %) u(x) de (38)
0
5 8 (k2—2x2)3 !k—-'.
mit <15(k,x)5§k2%2+k4—x4+ 2;;) In k+;]' (39)

Gl. (38) beschreibt die zeitliche Abschwidchung der Plasmaturbulenz durch die magnetische und mechani-
sche Dissipation [siehe Gl. (47) und (54) von § 5].

b) Um eine stationdre Turbulenz aufrechtzuerhalten, ist eine Energiequelle notwendig. NaturgemilB ist
die Hauptstromung diese Quelle. In unserem idealisierten, rdumlich unbegrenzten, homogenen, isotropen
und stationdren Problem werden wir entsprechend eine statistisch homogene, isotrope und stationire Auf-
wirblungskraft zu Hilfe rufen, die in den Gln. (1) und (8) oder (2) und (9) ein stochastisches Zusatz-
glied F” oder E’ ergibt. Dieses Zusatzglied liefert in Gl. (38) ein Quellglied 2 (k) und man erhilt aus
(33) mit 7 =0 die stationdre Grundgleichung

h(k)=17k2u(k)+%u(k)/@(ls,x) w(x) dx, z.B. mit h(k) = (b(k,t)[kxE (k,t)1), (40)
0

die bei vorgegebenem h(k) das Wellenzahlspektrum der isotropen Turbulenz bestimmt. Nehmen wir an,
das Zusatzglied habe ein weifles Frequenzspektrum, weise also dem Wiener—Kuintcaineschen Theorem zu-
folge keine zeitliche Autokorrelation auf !9, so ist

h(k,7) =(b(k,t—7)[kxE (k,t)] )=0 fir 730 (41)
und Gl. (33) liefert im stationdren Fall mit 190 die Grundgleichung
« g(k, _
St 5k wap (e, ) = (B2 wer (e, ) ) 3 i (%, 0) Rinis (e, ) (42)

Allgemein wird aber das stochastische Aufwirblungsglied kein absolut weilles Frequenzspektrum besitzen
und es bleibt fraglich, ob gerade ein weiles Spektrum der Aufwirblungswirkung des Hauptstromes am
besten entspricht. Die Giiltigkeit der Gln. (42), (43) erstreckt sich also nicht bis zu beliebig kleinen 7-Wer-
ten, was auch wegen der Vernachldssigung der Kompressibilitdt zu erwarten ist. Tatsdchlich muf fir 1 <7y,
wo 7, die effektive integrale Autokorrelationszeit von F’ oder E’ ist, in (42) und (43) noch das Aufwirb-
lungsglied h(k, 1) eingeschaltet werden. Dadurch wird das Verhalten von u(k, 7) fiir — O wesentlich ge-
andert, und zwar so, dal die 7-Ableitungen unpaariger Ordnungszahl von u (9, 7) bei v=0 verschwinden.
Die Kompressibilitat dndert nur die numerischen Werte der Ableitungen paariger Ordnungszahl bei v=0.
Mit (25) folgt schlieBlich aus (42) die Grundgleichung der stationéren isotropen Plasmaturbulenz

D R uk) = - T ulk) fdi(k #) u(%,0) dx. (43)

Dabei sind Rjmig und D (k,») wieder durch (34) und (39) erklart.

§ 5. Energieiibertragung und Dissipation im Spektrum

Um festzustellen, wo in den Grundgleichungen von § 4 die Dissipation und die (konservative) Energie-
iibertragung zwischen Turbulenzelementen verschiedener Grofe enthalten ist, wollen wir den Energiehaus-
halt der Turbulenz etwas niher betrachten. Dazu multiplizieren wir Gl. (15) skalar mit B*(k, ) :

B*(k,) P 4712 Bl )= —i 3 @ (K,0,Be—K,0,kxB*(k,0).  (44)
o
Hier und im folgenden bezeichnet die grofie runde Klammer das gemischte Produkt der 3 durch Kommas

getrennten Vektoren, deren zyklische Vertauschung bekanntlich belanglos ist. Summiert man Gl. (44)
tiber alle k-Werte, so folgt mit (12):

19 Die Autokorrelationsfunktion wird dann eine Diracsche d-Funktion der Korrelationszeit 7 sein.
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aB(k)

> B (k) +7 SR[BURP= - *2% 0 So'(K) Sv (k) xB* (K - k) . (45)

Das Vorhandensein der Summe iiber die k-Vektoren erméglicht mit (8) und (10) den Ubergang zu
aB(k)

ZB'(k) +7 Zkle(k f=—-8awvn Z|” (k)= —i ZZ(v (k), B*(k-K'), k' x B* (k")) .
(46)
Addieren wir noch die komplex konjugierte Gleichung, so folgt mit (12) und (13) die Energiegleichung
2 at >IB(k)2=—-2avn>|v(k)2-8avn 3|V (k). (47)
k k E

Man kann also
Dy (k)=8arn(;- ) o ) 2= (f) S (v'(k), B* (k- k'), k' x B* (k') (48)
und Do(k)=2nvn (=) v (k)2 =7 k2 (f) | B (k)2 (49)

bzw. als mechanische und elektrische Dissipation bei dem Wellenvektor k ansprechen (siehe auch 2). Addie-
ren wir auf beiden Seiten von Gl. (44) D, (k) hinzu, so folgt

35 | BEP+5 R Bl o+ (57 Datl) = - (37) S0 K, (50)

worin
Tk, k)=, Reli @ (&), Ble~K), ke x B* (k) ~i (@' (), B(K' ~ k), k' x B* (k)]

=-T(K,k) (51)

die Energieiibertragung (Transfer) von k zu k’ pro Sekunde und Einheit der k- und K’-Intervalle be-
zeichnet. Summiert man Gl. (50) iiber k, so verschwindet die rechte Seite; die Antisymmetrie von 7 (k, k)
driickt also den konservativen Charakter der Energieiibertragung aus.

Um die Energieiibertragung zu berechnen, beniitzen wir Gl. (16) und erhalten

i (K),B(k-K),kxB* (k)= ZB (k) B;(k—K')B,(k”) By (K" — k") (52)

an
+ (ks 815 — by 85) [ 810 — k" Sy — 2O 00D (e bW B b |,
i@ (k), Bk —k), K x B*(K)) = (k<— k') (53)

worin (k<— k') die Vertauschung von k und K’ in (52) bedeutet. Mitteln wir nun Gl. (50), so folgt
aus (52) und (53) mit der statistischen Hypothese (31) eine andere Form der dynamischen Grundglei-
chung (37) bzw. (38)

13U® | 5RUE) +Dulk) = — f Tk, k) &K, (54)
wobei die Definition (25) beachtet wurde und
8avnT(k, k') =Re[Wi;(k) Win(k—K') Rjmy; (K, k—K') —W;;(K') Win(k'—k) Rini (K', k' — k)]
(55)
ist. Rjy; bleibt durch (34) erklart. Unter isotropen Verhaltnissen erhilt man daraus mit (24) den Aus-
druck

, K2 K2 — (kk’)®

16avnT(k,k')=U(k) U(k-K)kk K2 (k—k)2

— (k<— k) (56)

fiir die in Gl. (54) vorkommende Energieiibertragung.
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Man erkennt aus den Gln. (54) — (56), da} die
Anwendung der Quasinormalititshypothese (31) we-
gen der Antisymmetrie von T (k, k") den konserva-
tiven Charakter der Energieiibertragung wahrt. Bei
v— 0 (verschwindende Dissipation) verliert die
ganze hier gegebene Behandlungsweise ihren Sinn,
vor allem weil dann die mechanisch-inertiellen Glie-
der in den Bewegungsgleichungen nicht mehr ver-
nachlidssigbar sind und Gl. (16) nicht mehr giiltig
ist.

SchlieBlich bemerkt man, daB8 das erste Glied in
(56) mit k—Kk =% durch Summation die rechte
Seite von Gl. (37) und (38) ergibt. Die rechte Seite
von Gl. (37) und (38) enthilt also (mit umgekehr-
tem Vorzeichen) sowohl die Energieiibertragung als
auch die mechanische Dissipation. Ihre iiber alle k-
Vektoren ausgedehnte Summe ergibt die gesamte
mechanische Dissipation mit umgekehrtem Vorzei-
chen. Die Funktion % @ (k,%) beschreibt also nicht
nur die Energieiibertragung, sondern auch den me-
chanischen Teil der Dissipation. Setzt man die im
folgenden § 6 erhaltene Losung (68) mit (36) in

Gl. (56) ein, so erhilt man die explizite Form
3 kK KK?—(kk)® (1 1
T(k,k) —4nvna2m,—2—m T —EF (7_ ?)

(57)

der Energieiibertragung von k zu k’. Mittelt man
diesen Ausdruck iiber die Richtungen von K, so er-
hélt man eine Energieiibertragung von kleinen Wel-
lenzahlen zu groBlen. Die Energie ibertragt sich
also, wie in der Hydrodynamik, von groflen Wir-
beln auf immer kleinere, bis zu Turbulenzelementen
von der GroBenordnung des mittleren Abstandes
zwischen den Ladungstrigern (2 n) "%, Diese l6sen
sich schlieBlich wegen der — in unseren Gln. nicht
beriicksichtigten — korpuskularen Struktur des
Halbleiterplasmas in der thermischen Bewegung auf.
Im eigenleitenden Germanium ist (2n)~/~3-10753
cm, stimmt also ungefdhr mit der Desye-Lénge
Lp=6,7-10"5 cm iiberein.

§ 6. Losung der dynamischen Grundgleichungen
der stationdren Turbulenz

Ist das Quellglied A(k) bekannt, so erlaubt Gl.
(40) prinzipiell die Bestimmung von u (k) im statio-
naren Fall. Man kann die Losung von (40) durch
ein Iterationsverfahren erhalten, das auf einen ket-
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tenbruch-ahnlichen Ausdruck fiihrt:

h(k

u(k) = -~ h (58)

vk’—i—}ﬂfdx@(k . @)

vx:+ia f

Der Kern @ (k, ») ist durch (39) gegeben und liRt
sich in der Form

D(ky2) =k2x%yw(s), s=un/k (59)
mit p(s) = ~8— +f(s)

fo=% -4 +(2 s 1 ]

--1(5)

1+s
(60)
schreiben. Man sieht, da8
fir s>0  y(s) =5 — 5 #+0(H)  (61)
und
fir s> (s) =55 +0 (5 (62)
ist.

In Gl. (58) entsprechen im zweiten Nenner der
Teilnenner # %* der elektrischen Dissipation und das
zweite, in (58) nicht mehr angeschriebene Glied im
wesentlichen der mechanischen Dissipation. Um u(k)
zu berechnen, wollen wir die Kette (58) mit der
Annahme abbrechen, die mechanische Dissipation
sei letzten Endes auch ungefahr ~ 2, also dhnlich
der elektrischen, so dal man den gesamten zweiten
Nenner gleich m %2 setzen kann (m >v). Dieser An-
satz fithrt uns zu einer Losung. Nehmen wir nidm-
lich an, h(k) sei einer Potenz von k proportional,
h(k) = h k¢~ mit reellem ¢, so konvergiert das In-
tegral in (58) nur fir 0 <&<2, wie man aus (61)
und (62) ersieht. Das Integral lafit sich genau aus-
werten:

—r(e) B, (0<e<2)

(63)

3:rt2 B ctgi(en)

—?) (3—¢?) °

mit r(e)= (64)
Man sieht, daB} dieser Ausdruck fiir 0<e <1 tat-
sichlich angendhert ~ k? ist. Der gemachte Ansatz
wird also nur bei e > 0 genau self-consistent. Aller-
dings tritt bei ¢=0 logarithmische Divergenz auf.

Nimmt man also z. B. 1072<&e< 107! an, so erhalt
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man als Lésung von Gl. (40)
(7 sy TG 3)_1 e e
u(k) = (Tk + ok /b ko) +r (o) m"
(65)
Die hier noch vorhandene effektive Reibungskon-
stante m 1aft sich aus der self-consistence-Bedingung

m=7v+r(e) h/m (66)
des anfangs gemachten Ansatzes zu
m=%7+V({§7)*+r(e) h (67)

bestimmen. Das negative Wurzelvorzeichen in (67)
ergibt m <0 (negative Dissipation) und wurde da-
her beseitigt. Mit Gl. (67) folgt schlieBlich aus (65)
bei sehr kleinen ¢-Werten angendhert das Wellen-
zahlspektrum 20:

u(k) =ak™3,

2 h
worin a_<2h+l/2h rf)) = — (69)

m
ist. Fiir h— 0 folgt erwartungsgemi a~h/¥ — 0
und u(k) - 0.
Die Korrelationsfunktion u(k,7) 1aBt sich aus
Gl. (43) bestimmen:

u(k,t) =
=u(k,0) exp{—r(vk2+;;f¢(k %) u(x,0) dx)} .
(70)

Dabei ist u(k, 0) durch Gl. (65) gegeben. Nach dem
von uns gemachten Ansatz ist die runde Klammer
im Exponenten gleich m k2. Man erhilt so

(68)

u(k,7) = s i (71)

mit dem in (67) erklarten m und mit der Bemer-
kung 20, dal bei k— 0 die Potenz 3 —¢ im Nenner
angestrebt wird:

u(k,1)—> e~ fiir k—>0, 0<e<1. (71)

§ 7. Das Frequenzspektrum der stationidren
Turbulenz

Um das Frequenzspektrum zu erhalten, beniitzen
wir Gl. (23) und bestimmen wag( @, 7) aus Gl. (20):

wep (@) = = j dr cosw T jwaﬂ(k, ) d%. (72)
0

20 Man ersieht aus Gl. (65), daB bei k— 0 jedenfalls u (k)
=a k#—3 die genauere Losung ist.
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Unter isotropen Verhiltnissen folgt mit (24)

wap (W) = % Oap j dk k2 J dru(k,7) coswt. (73)
0 0

Setzen wir die Losung (71) ein, so erhalten wir

e o)
2h mkdk
wag (@) = 3m 5aﬂJ Wi m? i
0

5aﬁ (74-)

6m

Aus Gl. (36) folgt schlieBlich

Wep() = 272220 5,2,

4avnh 2vna
U((x)) = —m)—= "f” %

(75)

Es ergibt sich also ein 1/f-Spektrum (f=w/27).
Natiirlich kann dieses Spektrum bei f—0 und f—
nicht unbegrenzt genau sein, da sonst das gesamte
Rauschen logarithmisch divergieren wiirde. Tatsich-
lich wird fiir f— 0 in Gl. (74) der Integrand bei
k=0 unendlich und damit fiir den Gesamtwert sehr
wichtig, so dal die bei £=0 genauere?® Losung

(71") in Gl (73) eingesetzt werden muB. Man
kommt dann zu dem Integral
wmk“'s dk 1 wx”" dz
O fmPk  wl—e2 me? f T3 (0<e<])
0 0 (75')

und somit geht das Spektrum bei f— 0 allméhlich
zur 1/f17%2.Abhingigkeit iiber, die keine Divergenz
bei f =0 einfiihrt.

Es bleibt noch die Frage nach der oberen Grenze
des 1/f-Spektrums. In diesem Zusammenhang wurde
schon am Ende von § 5 betont, daB8 die in unserem
Plasmamodell nicht erfaBte, diskrete Struktur des
Halbleiterplasmas ein plotzliches Abbrechen des Wel-
lenzahlspektrums oberhalb von ky= (2n)"*=105
cm™! mit sich bringt. Tatséchlich 16sen sich Wellen-
lingen kiirzer als (2 n) = in der thermischen Bewe-
gung auf, die entsprechenden Turbulenzelemente
klingen also rasch ab. Setzt man in (74) ky als
obere Integrationsgrenze ein, und driickt man das
Integral durch arctgm ky®/w (=const=% @ fiir
o < mky?) aus, so folgt mit den Daten des eigen-
leitenden Ge (m = #~210® cm?/s) eine obere Grenze
des 1/f-Spektrums von mky®= 10'® Hz, die weit
auBerhalb des physikalisch sinnvollen Gebietes liegt;
schon bei 10°—10% Hz wird das Funkelrauschen
vom Schrotrauschen tiberdeckt.
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§ 8. Das Spektrum der Stromschwankungen im unbegrenzten Halbleiterplasma

Der Strom durch die Fldache F eines Kreises K, den wir uns im unbegrenzten Halbleiter vorstellen, ist
I(t) = Ui(r,t) ds = ﬁgﬁB(r,t) dl. (76)
K
Dieser Strom ist mit dem Strom (¢ + ), der die Flache ¥ im Moment ¢+t durchsetzt, korreliert:

(I(0) I(1+7)) = H dsl ﬂ dss” (ju(?, 1) ja(r", 847) )

( ) gﬁdza qidl,g (Bt (1, 0By (1, 147) ) = ( cn)zgﬁdz;gf)dlﬁ” W' —v,7).  (17)
K K

Aus Gl. (20) folgt weiter
(I"(0) I(t+7)) = (5)2 jd% Wes(he,7) Gl " exp {ie(r” —1)}. (78)
K K

Legen wir in den Mittelpunkt des Kreises K den Ursprung O eines Koordinatensystems, dessen z-Achse
senkrecht zur Kreisfliche steht und dessen z-Achse mit K und der z-Achse komplanar sein soll, bezeich-
nen wir mit © die Neigung von K zur z-Achse und mit ¢’, "’ das Azimut von " bzw. 1"’ in der Kreis-
fliache, so folgt mit Gl. (24) unter homogenen, isotropen Verhiltnissen

2x 2z
(I*(t) I1(t+7) ) _ (%)‘ %2 J B3k Uk, 1) Jd(p’ j dq," eikRsin 6(cos g’ —cos ¢')
0

/2

*[cos(¢p"—¢”) —sin2 O sin¢’sing ]———jU(k 7) k2 dk J]lg(kRsm O)sin ©dO. (79)

Wie in § 7, beniitzen wir nun das Wiener—KuinTcHINEsche Theorem [analog zu Gl. (23)]

Si(w) = %f(l*(t) I(t+7)) cosw de (80)
und erhalten aus der Losung (71) mit (36) odas Spektrum:
Si(w) = 2c2vnrf°‘" L T 2(k Rsin ©) sin ©d0 =2 ctavn - 4(q) . (81)
Hier wurden die Bezeichnungen .
qERV% und A(q)zr%jff(xqsin 0) sin @ d6 (82)
0 0

eingefiihrt 2!, Um eine Naherung fiir 4(q) zu erhalten, kann man im zweiten Integral sin © durch 2 O/n

ersetzen. Man erhilt dann

oo

A(q)z%oj I Ui(g2) ~ To(g2) Ja(g®)] da. (83)

Man sieht, da
fir ¢—>0 J2(q2) —Jy(qx) Jo(gx) ~¢*2%/8 und A(q) ~ 4>,
fir g—> oo J2(qz) —Jo(gq) Ja(ga)~ und  A(q) ~1/q (84)

2t Fiir eigenleitendes Ge folgt mit m~~10% cm?/s und R=1cm ¢~ 10—* Y.
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ist. Das Spektrum (81) fillt also mit @ monoton ab. Bei w—> 0 strebt es einen endlichen Grenzwert an 22
und bei @ — oo fillt es wie ™" ab. Nur wenn auBlerhalb dieser Grenzfille 4(q) als konstant angesehen
wird, liefert Gl. (81) ein 1/f-Spektrum. Fiir den Vergleich mit der Erfahrung ist aber nur das in § 9 ab-
geleitete, in einem rdumlich begrenzten Halbleiter auftretende Spektrum maBigebend.

§ 9. Das Spektrum der Stromschwankungen im rdumlich begrenzten Halbleiter

Der Ubergang vom idealisierten Bild des unendlich ausgedehnten, homogen und isotrop aufgewirbel-
ten Halbleiters zu einem begrenzten, z. B. zylinderformigen Halbleiterstiick, durch den der Strom I flieBt,
ist mit Schwierigkeiten verbunden. Die in I und II behandelten Instabilititen erzeugen hier eine weder
homogene, noch isotrope Turbulenz. In diesem Fall sind iibrigens die Mittelwerte von Stromstirke (I) =1,

und Feldstarke (B) = B, von Null verschieden; an Stelle von Gl. (77) erhélt man
2 ’ ’” * » *
(Ir@) I1(t+7)) = (;C—n) gﬁdla @ dig” ( (Boy +0B2*) | (Bos +9Bs)|)
K K

—I1e+ (%) ngi dl;xcji A" W (0 —7,7)

wobei aber

statt Gl. (19) gilt. In der zu (17) analogen Glei-
chung fiir b treten noch andere Glieder auf, die b,
enthalten. Dasselbe gilt fiir die dynamischen Grund-
gleichungen der Turbulenz. Uberhaupt ist die Be-
handlung der Randbedingungen an der Oberfliche
des Halbleiters im k-Raum praktisch nicht durch-
filhrbar. Aulerdem liegt jetzt der Kreis K vom Ra-
dius R am Rande des Halbleiters, d.h. zwischen
zwei Gebieten, in denen die Wag(p,7) verschiede-
nen Bestimmungsgleichungen geniigen. Das Magnet-
feld B(r,t) dehnt sich auch auBBerhalb des Halblei-
ters beliebig weit aus. Deswegen wird sich das Wel-
lenzahlspektrum U (k) auch in diesem rdumlich be-
grenzten Fall bis zu beliebig kleinen k-Werten erstrek-
ken, ohne daf} eine untere Grenze (z.B. ky=2%/R)
auftritt.

Wir wollen hier von einer derartigen Behandlung
der inhomogenen, anisotropen Turbulenz des Halb-
leiterplasmas absehen und von zwei einfachen Hypo-
thesen ausgehend eine dimensionale Betrachtung an-
kniipfen. Wir postulieren also:

1) Die lokale Turbulenz, d.h. die in Gebieten,
die viel kleiner sind als das gesamte Halbleiterstiick,
herrschende, weicht nicht wesentlich von einer homo-
genen Turbulenz ab, so daf} die durch innere statisti-
sche Wechselwirkungen bestimmte Form (75) des

22 Um diesen endlichen Grenzwert aus (81) zu berechnen,
muf} allerdings bei kleinen %k-Werten Gl. (65) oder (71")
fiir u (k) herangezogen werden, da sonst logarithmische Di-
vergenz auftritt.

Was= (0Ba"* (1,1) OBs(r+p,2+7))

(85)

(86)

Skalars U(w) = 2 Wa(w) auch hier eine gute Ni-

herung gibt. Diese auch in § 1 besprochene, in der
hydrodynamischen Turbulenztheorie iibliche, funda-
mentale Hypothese mufl hier mit besonderer Vor-
sicht gehandhabt werden, weil der Ubergang zu
einem Koordinatensystem, in dem B,=0 ist, nicht
mehr durchfiihrbar ist.

2) Das mittlere Schwankungsquadrat (/2) und
das Spektrum S;(w) des Stromes [ ist (iiber einen
geometrischen Formfaktor) mit der Fliache F des
stromdurchflossenen Halbleiterquerschnittes propor-
tional, hdngt aber weiter von keiner linearen Dimen-
sion des Querschnittes F ab. Diese Hypothese ent-
spricht einfach dem experimentell beobachteten Ver-
halten des Funkelrauschens und des Stromrauschens
ganz allgemein 23, Das relative Rauschen S;(w)/(I)2
ist also mit F umgekehrt proportional. Erfahrungs-
gemal ist dieses relative Rauschen mit dem Halblei-
tervolumen umgekehrt proportional, aber wir be-
trachten die Linge des Halbleiterzylinders als ver-
haltnismédBig groB und konstant, so daf nur die Ab-
héngigkeit vom Querschnitt F mafgebend ist.

Aus der zweiten Hypothese folgt, daB S;(w)/F
von dem Halbmesser des z. B. kreisformig angenom-
menen Querschnittes F nicht abhéngt. Andererseits
folgt aus 24

23 Sie bedeutet einfach, daf3 die transversale Korrelation der
Stromdichte in der Flache F auf extrem kleine Bereiche be-
schrinkt ist; siehe J.J.Bropny, Phys. Rev. 106,675 [1957].

24 Die eckige Klammer bezeichnet hier die physischen Dimen-
sionen.
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[B] = [—CI—R] und  [U(w)] = [clz ill(vﬂ]

durch dimensionale Betrachtungen die Beziehung

Si(w) =c*FU(o) 1(q). (87)

Tatsichlich ist ¢ = R Vw/m die einzige dimensions-
lose Kombination der allein malgebenden Grofien
w, m, R und B, so dafl in Gl. (87) nur eine un-
bestimmte Funktion x(g) hinzutreten konnte. Gl.
(87) unterscheidet sich von Gl. (81) nur durch das
Vorhandensein der unbestimmten Funktion x(gq) an
Stelle von A(q). Da S;(w)/F aber nicht von R ab-
hingen soll, mufl x(q) eine Konstante sein. Die
erste Hypothese erlaubt uns, in Gl. (87) das U(w)
aus Gl. (75) einzusetzen, so daf} schlielich

Sj(w) =4avnac yFlo (88)

also ein reines 1/f-Rauschen, folgt. Dieses Ergebnis
gestattet die allgemeine Deutung des Funkelrau-
schens als Turbulenzproze8. Aus Gl. (87) folgt, daf3
die in § 7 gemachten Bemerkungen iiber die Gren-
zen des 1/f-Spektrums auch hier anwendbar sind.

§ 10. Das Funkelrauschen als Turbulenzproze

Das Funkelrauschen, oft als 1/f-Rauschen und
manchmal auch als ,,Excess Noise“ oder Kontakt-
rauschen bezeichnet, liefert bei niederen Frequenzen
den grofiten Beitrag zum Stromrauschen der Halb-
leiter 25, Es tritt allgemein in Halbleitern und Halb-
leiterbauelementen, in Kohleschichtwiderstinden,
Kohlemikrophonen, diinnen Metallschichten, schlech-
ten Kontakten und elektronischen Rohren mit einem
Spektrum der Form

Si(fy =A1I?/fr

auf, worin die Potenz p der Stromdichte I gewohn-
lich 2 ist (oft kommen ganz andere p-Werte vor 26 27)
und r =1 ist (es kommen oft 10 — 30% abweichende
r-Werte vor). Dieses Spektrum kann sich iiber 7 bis

(89)

25 Siehe z. B. H. Preirer, Elektronisches Rauschen, I. Teil,
Teubner-Verlag, Leipzig 1959, S. 50—70; A. VAN per ZIEL,
Fluctuation Phenomena in Semiconductors, Butterworths,
London 1959, S. 46 —60, 137—143; D. A. BeLy, Electrical
Noise, Van Nostrand, Princeton, N. J., 1960, S. 210 —245.

26 J.J. Bropuy, J. Appl. Phys. 27, 1383 [1956].

27 R. J.J. ZiusLsTraA, Physica 28, 971 [1962].

28 B. V. Roruy u. I. M. TempreToN, Proc. Phys. Soc. London
B 66, 259 [1953] ; 67, 271 [1954].

20 D. K. Baker, J. Appl. Phys. 25, 922 [1954].

30 T. E. Firie u. H. Winstoy, J. Appl. Phys. 26, 716 [1955].
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10 Zehnerpotenzen der Frequenzskala erstrecken.
Die obere Grenze, bei der das 1/f-Rauschen vom
Schrotrauschen oder vom thermischen Rauschen
iiberdeckt wird, liegt bei 10* — 108 Hz. Die untere
Grenze des 1/f-Rauschens konnte nicht genau fest-
gestellt werden: man konnte es bis 2:107¢ Hz in
Germaniumeinkristallen und Kohleschichtwiderstéan-
den 28, und sogar bis 1076 Hz bei Halbleiter-Spitzen-
dioden 2% 3% nachweisen.

Das Funkelrauschen von Halbleitern héngt stark
vom Zustand der Oberfliche ab 31733, ist aber in den
meisten Fillen temperaturunabhéngig3t. Es wur-
den im Laufe der Zeit verschiedene Theorien des
Funkelrauschens aufgestellt 349, die aber keine
einheitliche und befriedigende Erkldrung dieser so
verbreiteten Erscheinung liefern.

So wird z.B. in der Theorie von McWHorTER 7
das Funkelrauschen als eine Uberlagerung unabhin-
giger Schrot-Komponenten mit Spektren der Form
const/(1 + f27%) gedeutet, die von verschiedenen Be-
reichen der Halbleiteroberfliche herrithren. Die
Grofe der Bereiche entspricht ungefdhr der DeByE-
Lénge. Jeder Bereich enthalt langsame Oberflachen-
zustinde mit einer gewissen, fiir den Bereich charak-
teristischen Relaxationsdauer 7. Wird als Haufigkeit
der Bereiche g(7) =const/t angenommen, so folgt
theoretisch ein 1/f-Spektrum. Diese Annahme findet
aber schwerlich eine universelle Begriindung. In der
Theorie von Morrison 3¢ wird die Halbleiterober-
fliche als homogen betrachtet und keine spezielle
Verteilung der Relaxationszeiten angenommen. Die
niederfrequenten Schwankungen werden in diesem
Fall auf Hohenschwankungen der Potentialschranke,
die die langsamen Oberflichenzustinde vom Volu-
men absondert, zuriickgefiihrt. Diese Schwankungen
werden auf Schwankungen in der Besetzung der
langsamen Oberflichenzustande zuriickgefiithrt, mii-
ten aber sehr groB sein, um die Weite des 1/f-Spek-
trums zu erklaren. Eine andere, von Bess aufgebaute
Theorie 39, die das Funkelrauschen auf einen Migra-
tionsproze der Fremdatome entlang den Verset-

31 T,G.Marrg, L. Bess u. H. A. Gessig, J. Appl. Phys. 26, 490
[1955].

32 H. C. MontcomERy, J. Appl. Phys. 33, 2143 [1962].

33 A. U. McRag, J. Appl. Phys. 33, 2570 [1962].

34 H. C. Mo~TcoMERY, Bell. Syst. Techn. J. 31, 950 [1952].

35 W. Scrortky, Phys. Rev. 28, 74 [1926].

36 G. G. MacFaruang, Proc. Phys. Soc. London 59, 366 [1947].

37 A. L. MacWrorter, Phys. Rev. 98, 1191 [1955].

38 S. R. Morrison, Phys. Rev. 99, 1655, 1904 [1955].

39 L. Bess, Phys. Rev. 91,1569 [1953].

40 H. Scuénrerp, Z. Naturforschg. 10 a, 291 [1955].
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zungslinien und an der Oberfliche zuriickfiihrt, ist
auch nicht vollig befriedigend, da sie viele unbe-
stimmte Parameter enthilt. ScuonreLD 40 hat be-
merkt, daB die Uberlagerung vieler unabhingiger
Prozesse mit der Zeitabhiingigkeit 1/t auch ein 1/f-
Spektrum ergibt; es bleibt die Frage nach der Natur
dieser Prozesse.

In einer fritheren Arbeit 4! wurde eine qualitative
Erklarung des Funkelrauschens als Turbulenzproze
gegeben. Von einer Annahme iiber das Vorhanden-
sein von Plasmainstabilitaten ausgehend, wurde die
daraus folgende Turbulenz des Halbleiterplasmas
als Ursache des Funkelrauschens erkannt. Das 1/f-
Spektrum des Funkelrauschens wurde als Frequenz-
spektrum der stationdren Turbulenz im Halbleiter-
plasma gedeutet, und der in dieser Arbeit beschrit-
tene Weg iiber die statistische Dynamik der Turbu-
lenz wurde dort vorgeschlagen. Auf Grund dieser
Hypothese iiber das Wesen des Funkelrauschens
wurden in der genannten Arbeit die bekannten
Eigenschaften des Funkelrauschens qualitativ erklart.

Die in diesem Zyklus von 3 Arbeiten durchge-
filhrte Analyse der Instabilitdten und der Turbulenz
im Halbleiterplasma erméglicht es, die Eigenschaften
des Funkelrauschens genauer zu erfassen. Die wich-
tigste Eigenschaft des Funkelrauschens — das 1/f-
Spektrum — wurde bereits in § 9 unter Beniitzung
von zwei Hypothesen abgeleitet. Eine untere Grenze
des 1/f-Spektrums mu — den Ausfithrungen von
§ 7 und der abschlieBenden Bemerkung von § 9 ent-
sprechend — gar nicht existieren, da bei f— 0 die
genaue, aus Gl. (65) mit 0 <& <1 folgende Form
(75”) des Spektrums f?>~! enthilt und also keine
Divergenz mit sich bringt. Allerdings bringt schon
allein die endliche Dauer T einer Rauschmessung
stets eine untere Giiltigkeitsgrenze des gemessenen
Spektrums mit sich. Man kann némlich zeigen, daf,
wenn im unbegrenzt stationdren Regime S(w) ~ w*
sein sollte ( s real), ein effektiv in der Zeit T ge-
messenes Spektrum fiir w < 1/T die Form

S’ (w) ~ STl

haben muf. Da unbegrenzt stationdre Prozesse in
der Natur nicht vorkommen und nur Idealisierungen
darstellen, bringt sogar der Fall s= —1 mit seiner
logarithmischen Divergenz keine Schwierigkeiten

41 P, H. Hanoer, Ein neuer Weg zur Theorie des niederfre-
quenten Rauschens in Halbleitern, Rev. Roumaine Phy-
sique 7, 407 [1962] (Russisch).
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mit sich. Die obere, durch die Linge (2n) =" oder
durch die DeByE-Lénge gesetzte (ebenfalls in § 7 be-
sprochene) Grenze liegt sehr hoch, hat also keinen
praktischen Wert, da schon bei kleineren Frequenzen
andere Arten von Stromrauschen das Funkelrauschen
tarnen.

Das 1/f-Spektrum folgt bei der hier entwickelten
Theorie in allgemeiner und natiirlicher Weise aus
dem inneren statistischen Gleichgewicht der stationi-
ren Plasmaturbulenz und ist also durch die Wechsel-
wirkung der verschiedenen Turbulenzelemente im
Wellenzahlspektrum U (k) aus sich heraus bestimmt.
In Anlehnung an die Theorie von MacWHoRTER
kénnte man sagen, dafl auch in unserer Theorie das
1/f-Spektrum durch eine Uberlagerung unabhingi-
ger Komponenten der Form (1+f27%) zustande
kommt, nur daf hier jede Komponente einem ge-
wissen |k |-Wert entspricht, also von Turbulenz-
elementen mit einer gewissen charakteristischen
Lénge herriihrt.

Das in Gl. (40) eingefiihrte (%) wird von den
vorhandenen Instabilititen und von der direkten
Wechselwirkung der Turbulenzelemente mit der
Hauptstromung bestimmt. Nimmt man an, % sei dem
Quadrat des angelegten elektrischen Feldes E, (oder
des Gesamtstromes /) proportional, so wird auch
das Rauschen gemifl Gl. (88) und (69) dieselbe
Abhingigkeit zeigen. Die erfahrungsgemidfl auftre-
tenden, oft stark vom ~ /j2-Gesetz abweichenden
Abhingigkeiten 26 27 gestatten es, Schliisse iiber das
jeweilige h und iber die Art der vorhandenen In-
stabilitdten zu ziehen.

Die starke Abhéngigkeit des Funkelrauschens vom
Zustand der Halbleiteroberfliche ist auf folgende
Griinde zuriickzufiihren:

1. Alle Arten von Instabilititen werden durch
Halbleiterinhomogenitéten gefordert. Die Oberflache
ist die wichtigste Inhomogenitit. Entlang der Ober-
fliche konnen sich hohe Stromdichten und hydro-
magnetisch instabile Stromkanile ausbilden, die vom
Oberenichenpotential, d. h. vom Zustand der Ober-
flache kontrolliert sind.

2. Die in I. A aufgefundenen Oberflachen-Instabi-
litdten treten im Rahmen der dort erzielten Nihe-
rung nur bei Inversions- oder Verarmungsschichten
auf, deren Oberflichenpotential geniigend grof} ist.
Nun verursachen aber erfahrungsgemafl gerade diese
Oberflachen das grote Funkelrauschen, das iibrigens
auch ein spezielles temperaturabhéngiges Verhalten
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zeigt 2. Es ist deswegen sehr wahrscheinlich, daf}
diese Instabilititen eine wichtige Rolle spielen und
die grofle Oberflichenempfindlichkeit mit sich brin-
gen. Allerdings ist es fraglich, ob diese Instabilita-
ten in einer hoheren Stufe des in I. A angegebenen
Néherungsverfahrens iiberhaupt noch erscheinen.

3. Allgemein werden die Instabilitidten und die
damit verbundenen Turbulenzerscheinungen durch
den rekombinativen Plasmaschwund abgeschwicht.
Die Oberflachenrekombination muf3 also auch eine
Abnahme des Funkelrauschens bewirken. Tatséch-
lich rauschen sandgestrahlte Halbleiterproben weni-
ger als geitzte (deren Oberflichenrekombinations-
geschwindigkeit kleiner ist).

Schlechte Kontakte verursachen erfahrungsgemal3
stets ein Funkelrauschen. In II, § 4 wurde gezeigt,
wie am Kontakt zweier identischer Halbleiterstiicke
hydromagnetische Instabilititen auftreten. Ebenso
kommen, auch wenn die sich beriihrenden oder an-
geschweillten Halbleiterstiicke ganz verschieden sind,
Instabilitdten zustande. Wesentlich fiir das Auftre-
ten der Instabilititen ist allein das Vorhandensein
der Elektronen-Zustinde auf der Kontaktfliche. Die
Besetzung dieser zusitzlichen Zustinde ruft die Po-
tentialschwelle hervor.

Das starke Funkelrauschen der Metall-Halbleiter-
kontakte riihrt von Strominstabilititen an den (auch
im reellen p—n-Ubergang vorhandenen) Kanilen
her, die die sich ausbildende Sperrschicht durchset-
zen oder iiberbriicken (siehe II, § 5). Uberhaupt
konnen in makroskopisch homogenen Halbleitern
Strominstabilititen an Korngrenzen, die quer zur
Stromrichtung verlaufende Potentialschwellen ver-
ursachen, auftreten. Das starke Funkelrauschen der
Kohlemikrophone und der Schichtwiderstidnde, so-
wie der diinnen Metallschichten ist auch auf dieser
Grundlage als Uberlagerung von Kontaktgerduschen
zu deuten.

Voraussetzung fiir das Auftreten der Instabilita-
ten und der Turbulenz ist das Vorhandensein von
Ladungstragern beider Vorzeichen. Diese Eigenschaft
haben alle am Anfang dieses Paragraphen aufge-
zahlten, Funkelrauschen aufweisenden Systeme, so-
gar die erwihnten Metallschichten und die elektro-
nischen Lampen. Bei letzteren handelt es sich wahr-
scheinlich um in der Nahe der Kathodenflache aus-
geloste Instabilitdten, und Turbulenz im Plasma der
Ladungstridger aus der Oxydschicht und einer diin-
nen Restgasschicht.

42 A, U. McRaEk u. H. Levinsteiy, Phys. Rev. 119, 62 [1960].
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Ist nur eine Art von Ladungstragern vorhanden,
wie z. B. in den Metallen, so konnen die in I und II
untersuchten Instabilitdten und die Turbulenz nicht
zustande kommen, es gibt also kein Funkelrauschen.
Tatsdchlich wiirden Dichteschwankungen der La-
dungstriger [z. B. N in II, Gl. (23)] in diesem
Fall starke Abweichungen von der Quasineutralitat
darstellen, also hohe elektrische Felder mit sich brin-
gen, was energetisch zu ungiinstig ist. Es konnte
z. B. grundsitzlich kein Pinch-dhnlicher Konstrik-
tionseffekt auftreten. Die fiir die Turbulenz wesent-
liche Moglichkeit eines laufenden chaotischen Uber-
ganges von der magnetischen Energie zur Kompres-
sionsenergie des Plasmas und umgekehrt wére nicht
mehr gegeben. Es bliebe nur noch die Moglichkeit
des energetisch fiir die Turbulenz zu ungiinstigen
Austausches zwischen elektrostatischer und Kom-
pressionsenergie.

Auch die von uns behandelte Turbulenz ist ener-
getisch kostspielig, wegen der Gro3e der dissipativen
Glieder. Aullerdem erfallit sie — im Gegensatz zur
hydrodynamischen Turbulenz — nur einen sehr ge-
ringen Teil der gesamten Halbleitermasse, weil das
Kristallgitter nicht von ihr ergriffen wird. So erklart
es sich, daf} das Funkelrauschen stets sehr gering im
Vergleich mit dem Gesamtstrom oder mit der ange-
legten Spannung bleibt. Die Ersechinung ist ohne
eine entsprechende Verstarkung nicht beobachtbar.
Definiert man, wie in der Hydrodynamik, einen tur-
bulenten Bestandteil R des elektrischen Widerstan-
des durch

2

R=R,+R; R = <“Z§ 'Ry, (90)
worin R, der Widerstand im laminaren Zustand, I
die mittlere Stromstirke und 6/ die Stromschwan-
kung ist, so fillt R" so gering aus, da} er praktisch
nicht beobachtbar ist. Man erhilt z. B. fiir einen Ge-
Einkristall von 7 x 0,5 % 0,3 mm3, mit dem spezifi-
schen Widerstand 10 2 cm, bei /,=2 mA aus Gl.
(90) den Wert R'=1,6-10"12-R=7,46-1079 £,
obwohl in diesem Fall das Funkelrauschen bei 100
Hz mit 5-1071* V2/Hz mehr als 1000-mal das zu
310717 V2/Hz berechnete Schrotrauschen iiber-
trifft 34,

Wie schon in der Einleitung betont wurde, kann
diese Theorie der Turbulenz und des Funkelrau-
schens nur als Modelltheorie angesehen werden;
weitere Arbeit ist notwendig, um die hier gemachten
Einschrinkungen (Eigenleitung, gleiche Beweglich-
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keit der Ladungstriager, homogene und isotrope Tur-
bulenz etc.) zu beseitigen. Die Erweiterung auf
Storstellenleitung und verschiedene Beweglichkeiten
fiihrt, selbst wenn die Tragerdichten sehr verschie-
den sind, zu keinen prinzipiellen Schwierigkeiten.
Sie bringt jedoch eine VergroBerung des rechneri-
schen Aufwandes mit sich.
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Plastic Flow of Solid Mixtures of Li.SO; and K.SO,
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The addition of K,SO, to Li,SO, causes a considerable change in the rheological properties of
the cubic high temperature modification. A simple device for relative measurements of the plastic
flow of the salt consisted of a sphere of stainless steel at the end of a steel rod on top of which
weights were hung in order to obtain a suitable penetration rate through the salt. This rate de-
pended on the composition of the mixture as well as on the thermal pretreatment of the salt. The
temperature dependence was strong; a crude estimation gave an “activation energy” of the order
of 2 x 10 cal/mole, i. e. more than an order of magnitude higher than for electrical conductivity or
cation self-diffusion. This result is in agreement with the interpretation of the electrical conduc-

tivity as being due solely to cation transport.

In a recent investigation of electromigration in
lithium-rich solid mixtures of alkali sulfates it was
found that the electrodes sunk down into the salt?,
while this did not occur for pure a-Li,SO,. From
this observation we concluded that it should be pos-
sible to make crude measurements of the “viscosity”
of the solid mixtures and compare the results with
self-diffusion and conductivity data.

The measuring device consisted of a sphere of
stainless steel (diam. 20 mm) sitting at the low end
of a steel tube (ext. diam. 6 mm), which was center-
ed through an opening in the top lid of a vertical
steel tube (inner diameter 58 mm) containing the
salt. The wide tube was heated in an oven, where
the temperature gradient was negligible over a range
of several cm. The temperature was measured with
a thermocouple (MegopaK type K, Honeywell Re-
gulator Company) placed inside the steel sphere.
By loading weights on top of the 6 mm tube, the
sphere was forced to penetrate through the salt with
a rate that was measured with a cathetometer. Pure
Li,SO, and four mixtures were investigated, see
Table 1.

In the experiments with 0, 4.0, 8.5, and 12.4%
K,S0, the salt was first heated to about 900 °C and

1 V. Lsusivov and A. LunpEn, Z. Naturforschg., in press.
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Table 1. Penetration of a heavy steel device through solid
Li,SO,—K,S0O, mixtures 3, v=constant penetration rate. The
thermal pretreatment is indicated by h if the desired tem-
perature was approached from above, and by c if from below.
e denotes that the sphere had penetrated only slightly into
the salt, and that the extrapolated v is only to be taken as an
approximate indication of the order of magnitude.

then cooled to the desired temperature. When this
temperature became stable, the sphere was lowered
until it touched the surface of the salt, and the meas-
urement was started. The penetration rate which was
highest in the beginning became constant after a
depth of the order of the radius of the sphere had

been reached. However, in some cases the penetra-



